Tarzan-Plotter

Das Gerit heisst Tarzan-Plotter, weil sich der Plotkopf der beiden Halteseile entlanghangelt, wie
Tarzan an zwei Lianen. Deshalb heissen die Seile bei mir ,,Lianen®.

Verwendete Variablen

[ ist der Einheitsvektor in Richtung der x-Koordinate des ortsfesten
Koordinatensystems

e, ist der Einheitsvektor in Richtung der y-Koordinate des ortsfesten
Koordinatensystems

D= ?‘ »Plotpunkt®, der Vektor vom Ursprung des ortsfesten Koordinatensystems zum

y

Punkt, an dem die Zeichenspitze die Zeichenfliche bertihrt. p, istdie x-, p,
die y-Komponente dieses Vektors.

L ,Basislinge*, derAbstand zwischen den Achsen der beiden Antriebsmotoren

Le, = (é) ,,Plotbasis“, der Vektor von der Achse des linken zu der des rechten
Antriebsmotors.

m, Vektor zur Achse des linken Antriebsmotor

[, Linge der linken Liane

¢, Einheitsvektor in Richtung von der Achse des linken Antriebsmotors zum
Plotpunkt

m, Vektor zur Achse des rechten Antriebsmotor

[, Léange der rechten Liane

¢, Einheitsvektor in Richtung vom Plotpunkt zur Achse des rechten Antriebsmotors

H , B Hohe bzw, Breite der Fldche, in der der Plotter mit der gewliinschten Genauigkeit

arbeitet (,,Plotflache®). Die obere, horizontale Seite dieser Fliche liegt etwas
unterhalb der Plotbasis (abhéngig von der maximal zuldssigen Zugspannung der
Lianen). Die Breite ist geringer als die Ldnge der Plotbasis (abhéngig vom
maximal zuldssigen Durchhang der langeren Liane).

F ,Plotmassstab, der Faktor, um den beim Plotten alle Lingen im Originalbild
verkleinert oder vergrossert werden sollen.

Pu = (pO ) Mittelpunkt der Plotfliche. Weil die Plotfliche unterhalb der Plotbasis
M.y

liegt, ist Py, < O

= (;) Vektor zu einem Punkt des Originalbildes, gemessen im dessen
Koordinatensystem.

M Masse des Plotterkopfes

Hy o, My Masse pro Liangeneinheit der linken, bzw. der rechten Liane

5, 5, Vektoren zu beliebigen Punkten entlang der ,,Seele* der linken bzw. rechten

Liane, gemessen im Koordinatensystem des Plotters.
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1. Einen Punkt plotten

Der Ursprung des Plotter-Koordinatensystems soll in der Mitte zwischen den Achsen der
Antriebsmotoren liegen. Der Einheitsvektor von der Achse des linken zu der des rechten
Antriebsmotors ist gleichzeitig der Einheitsvektor in Richtung der x-Achse des Plotter-
Koordinatensystems. Die Vektor zu den Achsen der beiden Antriebsmotoren sind deshalb

_ _ L,
m, = ——e, und m, = Eex )

Das driickt auch aus, dass
m, + im, =0

sich beide Motoren gleich weit und in entgegengesetzen Richtungen vom Ursprung entfernt sind.
Andererseits bilden sie gemeinsam die Plotbasis

g -

—m, + m, = Le_ .

Der Durchmesser der Zahnscheiben an beiden Motoren werden vernachldssigt, weil sie viel kleiner
sind, als die Plotbasis. Genauso wird der Durchmesser des Plotterkopfes vernachlissigt. Der Vektor
zum aktuellen Plotpunkt ldsst sich damit auf zwei verschiedene Weisen darstellen, ndmlich durch

o o . L. -
(1.1)y p=m + lLe = _Ee" + [,¢é,
und durch

— -

— L—»
(12 p=m — e, = Eex — Le, .

Einmal links herum, vom linken Antriebsmotor, und einmal rechts herum, vom rechten
Antriebsmotor aus.

So umgestellt, dass die gesuchten Grossen auf der linken Seite stehen, sehen die Gleichungen
folgendermassen aus

ex

lLe, =p+

D |~

N | b~

ex

e, = —p +

Durch Quadrieren verschwinden die Einheitsvektoren €, und €, |,
2
L 2
p X + = + p y

2
e.| =
= [rr s

sV =, - L
X p.X 2
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Mit diesen Formeln kann man fiir jeden Punkt unterhalb der Plotbasis ( 2, < 0 )und im
Intervall _% < p, < +§ die zugehorigen Lianenldngen ausrechnen. Das Vorzeichen von

[, und /, istimmer positiv.

2. Eine Gerade plotten

Angenommen, eine Gerade vom Punkt P, zum Punkt P, soll gezeichnet werden. Beide Punkte
sollen in dem Bereich liegen, der dem Plotter zugénglich ist.

Die Gerade hat die Linge /
[ = |791 - 270|

und wird mit Hilfe des Richtungsvektor ¢ der Geraden

g = 271 _ po — | Pix = Pox
pl,y - pO,y
in der Form
- o - + Ky s
Bls) = By + sq = |70 I Pils)
pO,y + qu py(S)

dargestellt. s ist die Laufvariable, mit der die Reihe der Punkte auf der Geraden dargestellt wird,
angefangen mit

P(s=0) = P, undendendbei P(s=I) = P,

Die Lianenlingen !, und /, fiir jeden Punkt auf der Geraden werden jetzt auch zu Funktionen
von §

2

L
(2_1) ll(S)2 = | xotsq, + E + (J’0+qu)2
2
L 2
2.2) L(s) = |xo+sq, — 5 + (yo—i-sqy) .

Mit diesen Formeln kann man die Gerade Punkt fiir Punkt in jeder gewlinschten Auflosung plotten.
Umsetzung in ein Steuerprogramm (eine mogliche Variante)

Angenommen wird, dass ein Steuerrechner periodisch (z.B. Timer-gesteuert) die Lianenldngen
berechnet, die zum Anfahren des nichsten (Zwischen-)Punktes erforderlich sind. Diese werden
dann in Schrittzahlen und Drehrichtungen fiir die beiden Motoren umgerechnet und an die
Steuerelektronik der Motoren weitergegeben.
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Der Steuerrechner verwendet folgende Variablen:

PO X, PO Y Koordinaten des Anfangspunktes der aktuellen Geraden

QX QY Koordinaten aktuellen Geraden-Richtungsvektors

S MAX Maximalwert der Laufvariablen (Minimalwert ist Null). Zweckméssigerweise
wird er so gewdhlt, dass er die Anzahl Zwischenpunkte angibt, die entlang der
Geraden angefahren werden sollen. Wenn die Gerade 10cm lang werden soll, und
alle Zentimeter ein Punkt angefahren werden soll, dann wire SMAX := 10.

S IST aktueller Wert der Laufvariablen

LL1 SOLL neu berechnete Linge der linken Liane

LL2 SOLL dasselbe fiir die rechte Liane

fir die kumulierten Schrittzahlen beider Schrittmotoren
NSCHRITT1 _IST aktuelle kumumlierte Schrittzahl des linken Motors
NSCHRITT2_IST dasselbe fiir den rechten Motor

fiir die neu berechneten kumulierten Schrittzahlen beider Schrittmotoren
NSCHRITT1_SOLL neu berechnete, kumumlierte Schrittzahl des linken Motors
NSCHRITT2_ SOLL dasselbe fiir den rechten Motor

fiir die Drehrichtungen der Motoren

DIR1 SOLL neu berechneter Drehsinn des linken Motors. Der Wert von DIR1_SOLL ist +1,
wenn sich der Motor im Gegenuhrzeigersinn drehen soll; er ist -1, wenn der
Motor sich im Uhrzeigersinn drehen soll.

DIR2 SOLL dassselbe fiir den rechten Motor. Beziiglich des Drehsinss gilt dieselbe
Festlegung, wie beim linken Motor.

SCHRITTZAHLI Schrittzahl die der linke Motor zuriicklegen soll, um den neu berechneten Punkt
auf der Geraden anzufahren

SCHRITTZAHL?2 dasselbe fiir den rechten Motor

Konstanten fiir die Plotterparameter:
SCHRITTWEGTI Weglédnge pro Schritt, linker Antriebsmotor, z.B. in cm/Schritt.
SCHRITTWEG?2 dasselbe fiir den rechten Motor

Prozedur DRAW_LINE:

/I Abfragen, ob das Ende der Geraden erreicht wurde
?S IST > S MAX // priifen, ob Endpunkt erreicht wurde
SPRUNG > DRAW_LINE END // Sprung, wenn Endpunkt erreicht

// ' Endpunkt der Geraden ist noch nicht erreicht
// jetzt die kumulierten Schrittzahlen fiir den néchsten Zwischenpunkt auf der Geraden berechnen
S IST:=S IST+ 1 // Laufvariabel aufzidhlen
LL1 SOLL :=SQRT(Formel (2 1)) // neue Soll-Lange linke Liane berechnen
LL2 SOLL :=SQRT(Formel(2 2)) // dito rechts
NSCHRITT1 _SOLL :=INT(LL1 _SOLL/SCHRITTWEG] // kumulierte Schrittzahl
// fiir den neuen Zwischenpunkt berechnen
NSCHRITT2 SOLL :=INT(LL2 SOLL/SCHRITTWEG2 // dito fiir rechts

// jetzt die neue Schrittzahldifferenz und Drehrichtung fiir linken Motor berechnen
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// Der Motor muss im Uhrzeigersinn drehen, damit die linke Liane linger wird!!!
SCHRITTZAHLI := NSCHRITT1 _IST - NSCHRITT1_SOLL
SCHRITTZAHLI1 IST := SCHRITTZAHL1 IST+ SCHRITTZAHL1
DIR1 := SIGN(SCHRITTZAHL1)

SCHRITTZAHLI := ABS(SCHRITTZAHL1)

// jetzt die neue Schrittzahldifferenz und Drehrichtung fiir rechten Motor berechnen

// Der Motor muss im Gegen-Uhrzeigersinn drehen, damit die rechte Liane ldanger wird!!!
SCHRITTZAHL?2 := NSCHRITT2 _SOLL - NSCHRITT2 IST
SCHRITTZAHLI1 IST := SCHRITTZAHL2 IST + SCHRITTZAHL?2
DIR2 := SIGN(SCHRITTZAHL?2)
SCHRITTZAHL?2 := ABS(SCHRITTZAHL2)

// jetzt Werte an die Motorsteuerung weitergeben
SPRUNG -> DRAW_LINE EXIT

DRAW_LINE END:

// Linienende wurde erreicht

// jetzt anschliessende Gerade laden ohne den Stift anzuheben oder
// Stift anheben und niachsten Geradenanfang anfahren

// Prozedurende
DRAW_LINE EXIT:

Das ist nur als Muster gedacht; auch um auf die Feinheiten mit den Drehrichtungen hinzuweisen. In
diesem Muster ist die gespeicherte Lange der linken Liane immer negativ oder Null. Das ist zwar
widersinnig, aber praktisch, weil dadurch die Drehrichtung sehr einfach zu bestimmen ist. Die
Diskrepanz zwischen berechnetem und tatséchlich angefahrenem Plotpunkt (bedingt durch die
konstanten Schrittwege) wird nach diesem Verfahren mit jedem neuen Zwischenpunkt automatisch
bis auf Differenzen ausgeglichen, die kleiner als ein Schrittweg sind. Ein Summieren der
Abweichungen, wie bei Bresenham, ist hier liberfliissig.

Deshalb sollte auch die Verzerrung in Richtung des linken Motors nicht auftreten, die im ,,Kritzler*-
Programm auftritt.

Die trapezformige Verzeichnung entlang der y-Achse (entlang der x-Achse dquidistante Plotpunkte
riicken umso stdrker zusammen, je weiter unten sie geplottet werden) kommt vom Durchhéngen der
Lianen. Wie das zu kompensieren ist, versuche ich, in Abschnitt 20 (Plotgenauigkeit)
herauszubekommen.

3. Einen Spline plotten

Splines sind parametrische Kurven mit bis zu zwei Wendepunkten. Sie lassen sich nach bekannten
Verfahren (Methode der kleinsten Fehlerquadrate) leicht stiickweise an kompliziert verlaufende
Originalkurven anpassen. Von der Originalkurve miissen die x- und y-Koordinaten von mindestens
vier Punkten bekannt sein.
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Ein zweidimensionaler Spline wird durch

. a,s’ +b.s> +c.s +d,

31 s) = *
G_D p(s) ays3 erys2 +c,s +a’y

gegeben. Die acht Parameter werden durch Anpassen des Splines an die Originalkurve bestimmit.
Die Parameter konnen so bestimmt werden, dass Laufvariable s zwischen Anfang und Ende des
Splines einen beliebig vorgegebenen Wertebereich, zB. [0 < s < s,.| durchliuft.

Um den Spline mit dem Tarzanplotter zu zeichnen, wird der Wertebereich der Laufvariable s mit
einer konstanten Schrittlinge durchlaufen:

Sy = k-As mit AS:(S'"?“X) und 0 < k£ < K .

K legt fest, mit welcher Auflosung, d.h. mit wievielen Schritten, der Spline geplottet wird. Die
Parameter rechnet man zweckmadssigerweise um:

A, = ax‘As3 ; B, = bx-As2 :
A

y

C, = c,'As
ay-AS3 ; B, = by-As2 ; C, = ¢, As

y

Der Punkt auf dem Spline bei s, , z.B. ist dann

A K +B kK +C.k +d,
Ak +B k> +C )k +d,

-

p(Sk) =

5

Geplottet wird der Spline, indem man geméss Gleichungen (1 _3) und (1 _4) die entsprechenden
Lianenlédngen berechnet:

2

62 1 = s + L]+ plsf
63 blsk = (pds) = L] 4 gl

Der Spline wird dann mit der Schrittweite As durch Geradenstiicke angepasst.
10. Umrechnen der Bildkoordinaten ins Plotter-Koordinatensystem
11. Verschieben und Skalieren des Bildes in das Plotfeld (ohne Drehung)

Um einen vorgegebenen Punkt

=[]
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in dem Zeichenfeld abzubilden, muss das Koordinatensystem des Originalbildes in das des Plotters
umgerechnet werden (von Drehungen ersteinmal abgesehen). Angenommen, das Original
beansprucht die Flache der Hohe /# und der Breite b . Die linke untere Ecke des Originals soll,
in dessen eigenen Koordinatensystems gemessen, im Punkt 7, liegen. Der Mittelpunkt des

h+x,

Originals liegt bei 7y = bty
0

Die x-Achse soll in eine horizontale Linie abgebildet werden.

Beispiel:
Der Ursprung des Originals liegt im Mittelpunkt seiner Bildflache. Dann ist

5 - 1
ry = —l(h) und 7y = = E(Z)

2\b
Die Fldche des Originals muss auf die Plotfliche der Hohe A und Breite B abgebildet werden.
Die gewiinschte Vergrosserung oder Verkleinerung des Originals wird mit dem Plotfaktor F
eingestellt. Der Mittelpunkt des Originalbildes soll in den Mittelpunkt A/ des Plotfeldes
abgebildet werden.

h+x,
b+y,

Die Abbildungsgleichung, die die Punkte 7 des Originals in die Punkte p im Plotfeld abbildet,
lautet

-

(10_1) p = F(F=F,) + Py

20. Plotgenauigkeit
21. Genauigkeit in x-Richtung

Die Genauigkeit, mit der ein bestimmter Punkt p angefahren werden kann, verschlechtert sich, je
stirker die Lianen unter ihrem eigenen Gewicht durchhéingen. Je linger /, bzw. /, sind und
umso mehr Masse pro Langeneinheit die Lianen haben, desto stirker werden sie durchhéngen.
Dementsprechend ist der Abstand des tatsdchlich angefahrenen Punktes vom Ursprung kleiner, als
gemadss Gleichungen (1_3) bzw. (1_4) berechnet. Der Fehler der x-Komponente verschwindet fiir
alle Punkte entlang der Mittelachse der Plotfliche, weil sich hier der Durchhang beider Lianen
kompensiert.

Jede Liane fiir sich folgt der ,,Kettenkurve (Ableitung siche Anhang):

DIESER ABSCHNITT IST NOCH IN ARBEIT
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Anhang:
A_1 Ableitung der Kettenkurve (aus Wikipedia.de)

Die Berechnung der Kettenlinie ist ein klassisches Problem der Variationsrechnung. Man denkt sich
ein Seil von gewisser Masse und Linge, das an seinen Enden aufgehéngt ist. Die Seilkurve ist das
Ergebnis der kleinst moglichen potentiellen Energie des Seils. Das versucht man rechnerisch
nachzuvollziehen.

Dazu bendtigt man den mathematischen Ausdruck fiir die potentielle Energie. Er ist eine
Verfeinerung des bekannten ,,Gewicht mal Hohe* mgh. Die Verfeinerung besteht darin, dass die
Energie fiir ,,alle Teile* des Seils getrennt ausgewertet und zum Schluss aufsummiert wird. Das ist
notwendig, weil die Teile des Seils sich auf unterschiedlichen Hohen befinden. Die gedankliche
Zerlegung des Seils in immer kleinere Teile macht aus der Summe ein Integral. Die Hohe h aus mgh
wird durch die gesuchte Funktion y(x) ersetzt, die Masse m durch die Masse dm des Seilstiicks tiber
dem Intervall [x,x + dx]; nach Pythagoras ist dies:

2

dm = pu abc2+a’y2 = u\/lJr dx = u\/1+y’2dx

Yy
dx

wobei p die Masse je Meter ist. Wenn das Seil an den Stellen x1, x2 aufgehdngt ist, ergibt sich
demnach die Energie (,,Gewicht mal Hohe*) als

E = ugfa’xy\/1+y’2

P
X

Eine dhnliche Uberlegung fiihrt auf den Ausdruck fiir die Léinge des Seils:

I = deJ1+y'2

X

Die Energie ist zu minimieren, die Lénge ist jedoch vorgegeben. Man bringt dies unter einen Hut
durch einen Lagrange-Multiplikator U4 g Y, , d.h. man minimiert nun den Ausdruck

E,~ugyd = ngfdey1+y7(y=y,) .

also

O0E = diugy,l + ugfdxy\/l-i-y'z(y—yo) =0

P

X1

Die Variation ergibt

gy N1+ = pgyN1+y"(y—y,
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die Differentialgleichung (Euler-Lagrange-Gleichung):

!2_1

(y=yoly"'=y" =
Interessanterweise sind in diesem Schritt sowohl die Massengrof3e p  als auch die
Schwerebeschleunigung g herausgefallen. Ein schweres Seil nimmt somit dieselbe Form an wie
ein leichtes, und auf dem Mond ergibt sich trotz anderer Fallbeschleunigung dieselbe Form wie auf
der Erde.

Die Losungen der Gleichung sind die Funktionen

X—Xx,

(A 11 y(x) = a-cosh( +¥,

Es handelt sich um vergroBerte und verschobene Cosinus-Hyperbolicus-Funktionen. a ist der
Kriimmungsradius im Scheitelpunkt (sieche Abbildung) und zugleich der VergroBerungsfaktor. x,
ist die Verschiebung in x-Richtung, », die Verschiebung in y-Richtung.

Die konkrete Form, die das Seil letztendlich annimmt, errechnet man, indem man x, , », und
a so anpasst, dass die Kurve durch die Authdngepunkte geht und die vorgegebene Linge / hat.

Beispiel:

Als Beispiel sei ein zwischen zwei Pfosten (Abstand w ) aufgehédngtes Seil der Lange 1 gegeben

(siche Abbildung oben). Die Pfosten sind gleich hoch und befinden sichbei x = — % und

x = +% ,esgiltalso x, = 0 .

Um den Kriimmungsradius a zu berechnen, schreiben wir die Seillinge / als Funktion von a

w

2
— 2 — : w
1= [Vi+yax = 2asmh(2a)

w

2

Diese Beziehung legt a in Abhédngigkeit von w und / eindeutig fest. Da man keinen
geschlossenen Ausdruck fiir a angeben kann, muss der Wert mit einem numerischen Verfahren
zur Losung nichtlinearer Gleichungen approximativ berechnet werden.

w

2) = 0 ab,ausderman Yy, erhilt. Des

Zuletzt liest man aus der Abbildung die Bedingung y(

Weiteren gelten die Beziehungen

b _ cosh(ﬁ) und b = h+a
a 2a
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wobei /& der "Durchhang" ist.

Die potentielle Energie dieses Systems betragt

E = —(“—Zg)(Zb—wa)

Genauer ist dies die Energiedifferenz gegeniiber dem Fall, dass sich das Seil komplett auf der Hohe
der Aufthdngepunkte » = 0 Dbefindet.

Symmetrisch aufgehingtes Seil mit Umlenkrolle

Mit Hilfe der Energie kann man die Kraft F in den Authdngepunkten berechnen. Hierzu stellt
man sich vor, dass das Seil in einem Aufhéngepunkt iiber eine Umlenkrolle l4uft, die die Kraft in
horizontale Richtung umlenkt. Um das Seil wie abgebildet um eine sehr kleine Strecke ds
hinauszuziehen, muss man die Energie dE = Fds aufwenden. Diese kann man berechnen und

dE
erhélt so die Kraft £ = P Zur Berechnung von dE vergleicht man die Energie des

urspriinglichen Seils mit der des um ds verkiirzten Seiles. Das Ergebnis ist {iberraschend einfach,
ndmlich

F = ugh = uglh+a) = X&) coth| %
ugh = uglh+a) ( 5 ) co (2a)
Dieselbe Formel kann man auch auf Teilstiicke des Seils anwenden. Da die Teilstiicke alle
denselben Kriimmungsradius @ haben, aber fiir kleine Teilstiicke (unten im Tal) der Durchhang
h vernachlissigbar wird, besteht im Tal des Seiles die Seilspannung pga .

Stellt man die Pfosten nah beisammen, dann dominiert der Durchhang /% , der dann recht genau
die halbe Seilldnge ist. Die Kraft ist dann erwartungsgemél die halbe Gewichtskraft des Seiles,
mg

BN (man beachte, dass zwei Aufhingepunkte sich die Last teilen).

Die Formel zeigt auch, wie die Kraft bei zunehmender Seilspannung die halbe Gewichtskraft um

den Faktor coth (%) iibersteigt. Der Faktor ist praktisch 1 fiir sehr kleine Kriimmungsradien

2
a , aber ungefahr Va oder auch Ta fiir sehr groBBe Kriimmungsradien.

Im Alltag betrdgt der Faktor etwa 2 bis 4. Im Authingepunkt wirkt dann das ganze oder doppelte
Gewicht des Seiles.

A_2 Unsymmetrisch aufgehiingtes Seil

Das Seil der Lange / soll zwischen zwei Pfosten (Abstand w ) aufgehdngt sein. Der linke

Pfosten soll die Hohe », ., derrechte », haben. Der linke Pfosten stehtbei x = L—w der
rechteber x = L .
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DIESER ABSCHNITT IST NOCH IN ARBEIT!!!
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