CNC
Bahn des Friaskopfes berechnen (in 2 Dimensionen)

Koordinatensystem:
Der Nullpunkt des Koordinatensystems liegt im Schwerpunkt des Teils.

Vorzeichen des Drehsinns:
Drehungen im Gegenuhrzeigersinn haben ein positives Vorzeichen.

Richtungsvektoren:
Alle Richtungsvektoren sind Einheitsvektoren.

Kontur:
Diese Berechnung beschéftigt sich mit der Aussenkontur (Aussenumriss) des Werkstiicks, nicht mit
Innenkonturen (Ausbriiche u.A.).

1. Eckige Konturen

Die Kontur des Werkstiicks wird durch ihre Eckpunkte S ;. beschrieben. Die Eckpunkte sind
gleichzeitig auch die Schnittpunkte der Kanten des Werkstiicks, die durch die Richtungsvektoren
t; beschrieben werden

- i—1 _§ i

I, = =——=3
|S i—1 =S i|

(Das ,,t* steht auch fiir ,,Tangente*). Jeder Punkt P (1.) der Kontur wird durch

-

ﬁi(li) = L_S:i—l + 11,

beschrieben. /; ist der Lingenparameter
0 S li S |3’[,]_§[| = Li ;

d.h.

oL
~
|
i

o+ LA = 5 wd L = [3-5.)

L, istdie Lange der Kontur zwischen S .~ und S'i . Beim Friasen werden die / Eckpunkte
in der Reihenfolge

Sy, S,

b
im Gegenuhrzeigersinn umfahren.

Der Fréser soll den Radius » haben. Die Bahn des Friskopfes ist der Weg, den der Mittelpunkt
des Frisers zuriicklegt. Die Eckpunkte der Bahn sind
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Sie muss parallel zu den Kanten des Werkstiicks verlaufen, aber um 7 ,nach aussen® versetzt.
D.h. der Mittelpunkt des Frisers befindet sich immer um die Distanz » entlang des
Richtungsvekors S, von der Kontur versetzt. Der Vektor S, steht senkrecht auf dem

. - S - s
Richtungsvektor ¢; der zugehérigen Kante. D.h. mit ¢, = t'x) und §; = l”‘) soll gelten:
i,y i,y

- > . - _ti T — tix _ti — £ 2 —

t;Xs; = 1 .Alsoist §; = Y] Ldenn £,X3 = 0 IXE M) =4 4+, = 1 ound
t[,x ti,y ti,x ‘ ‘

Z .2 = ti X _ti y j— j— . .

15, = L —t; .t Ft . = 0 | wie gewiinscht.

i,y i,x

Hier noch ein paar Eigenschaften der Richtungsvektoren 7, und 3,

- t \ [t
Lty = —[77) ) = Lilivne T ti,yti+1,y = _COSEi
ti,y ZLi-%—l,y

E, ist der Innenwinkel zwischen der i -tenund der i+1 -ten Abschnitt der Kontur; der
Winkel dessen Scheitel im Eckpunkt S,,, liegt.

- t. t. .
EX Gy = [ PEXTN) =8t y T byt = sin £,
iy Liviy : ’ ' -
- - _t _t e - .
§;X S84 bX byl = _tiyti+1x+tixti+1y = LXE = SmEi
ttx Z‘i-%—l,x ’ ’ ’ ’
o o —f. —1. t. t.
SitSiv1 = R I PO PRI o A S I N Pl B Ve Cp
t t t t
ix i+1,x iy i+1l,y
- . t. —1t. - - .
LS = DI byl = _ti,xti+l,y+ti,yti+l,x =1 Xt = _SmEi
ti,y ti+l,x
LS, = [ ) = —liiat Pt = X, = SInE;
tH—l,y ti,x
£XS80 tl’x X( p Hl’y) = ti,xti+1,x+ti,yti+l,y = gt = _COSEi
i,y i+1,x
X3, = | XL =gt G, = Lyt = —Cos E
ti+l,y tz,x ’ a ’ ‘

So, jetzt geht's weiter: ,,Nach aussen versetzt™ bedeutet, weil der Nullpunkt des Koordinatensystems
sich im Schwerpunkt des Werkstiicks befindet, und es sich um die Aussenkontur handelt, dass die
Frasbahn durch die Punkte
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bil) = p() — r5, = S, — r3, + 7,
verlduft. Dass vor 7S, ein Minuszeichen stehen muss sieht man wie folgt: Die obere Kante der

Kontur verlduft in den beiden oberen Quadranten des Koordinatensystems, und wird im
Gegenuhrzeigersinn durchlaufen. Angenommen,

7,- = (_01) .Dannist s, = (_01) . Damit die Friasbahn ,,nach aussen® versetzt

verlduft, muss folglich vor 7S, also das Minuszeichen stehen.

Der Eckpunkt Ei der Friasbahn, beim Eckpunkt S . der Kontur, ist durch den Schnittpunkt der
Bahnabschnitte 5,(/,) und b, (I.,) gegeben:

B =8, —r3 + wi, =8 — r¥, + w T,

(Sifl_Si) + r(§i+1_§l + t Wi+1'ti+1 =0
Definitionsgemass ist (S[—Si,l) = L-{, ,also

r(§i+1_§t) + (Wi_Li)'ti — Wity =0

w,; und w,;;; sind die Wegldngen, die der Friser entlang der Bahn von B nach B, 4 bzw.
von B, 4 nach Bl ., zuriickgelegt hat. Durch skalare Multiplikation mit 5, und mit 5,
bekommt man daraus

r((§i+1§i)_l) - Wi+l'(7i+1§i) =0
r(—cosEi—l) — w,'sinE;, = 0
_ r(l+cosE))
Wit T TGN E,
und
V(l ( S; H—l)) + (W;_Li)'(7i§i+l) =0
r(l—i—cosEi) + (w L,)( nE[) =0
—r(1+cosEi) (w L) sinE, = 0
r(1+cosE)
w, =|L + ————
' ' sin E,

Was bedeutet das? Na ja, man muss bedenken, dass der Nullpunkt ( w:11=0 ) der Friserbahn
entlang der Kontur von S .1 nach S, .42 querab von S, i+ hegt Wenn der Winkel E; gerade
+90° betrigt (d.h. es geht ,,linksherum® um die Ecke bei S 41 ), dann ist

FrasKontur001_V03.odt mare_crisium Seite 3



und

w. =

1

L+ #) = (L+r)

Die zweite Gleichung bedeutet, dass der Fraser entlang dem Bahnstiick von Z;’i nach Z;’i 4 um
die Lange r (ndmlich einen Fréserradius) tiber das Ende der Konturkante hinausfahren muss. Die
erste Gleichung besagt, dass er auf dem Bahnstiick von 73[ .1 hach Ei +, eine Sonderschicht von
der Lange r einlegen muss, bevor er auf gleicher Hohe mit dem Beginn der i+1 -ten Kante der
Kontur ist.

Das alles gilt, wenn der rechte Winkel ein ,,Aussenwinkel® ist, d.h. einen konvexen Konturabschnitt
bildet. Wenn der rechte Winkel ,,linksherum* geht, dann betrdgt er —90° und der Sinus im
Nenner wechselt das Vorzeichen:

r(1]

— — 2
Hl——_—l—rundwi—

L+ %11)) - (Li—r)

Damit wollen die Gleichungen sagen, dass (zweite Gleichung) der Friser nun schon um die Lénge
r vor Erreichen des Winkels aufthéren darf; bzw. (erste Gleichung) er auch sofort schon die
Liange r des ndchsten Bahnstiicks gefrast hat.

Also, die Gleichungen beschreiben offenbar die Verhiltnisse bei ,,eckigen” Konturen richtig. Jetzt
kommen die Rundungen ;-).

2. Ecken auf Kreisbogen umfahren (,,rund achtern*)

An einer Ecke fahrt der Fréser jetzt so weit liber das Ende der aktuellen Kante hinaus, bis zu dem
Punkt, an dem die Richtungen beider Kanten, der aktuellen und der nichsten, Tangenten an den
Fraskopf bilden. Bei sehr spitzen Ecken kann dieser Punkt sehr weit vom Ende der Kanten entfernt
liegen. Um dieses weite ,,Ausholen® der Frasbahn zu vermeiden, kann man den Fréser,,um die Ecke
rollen* lassen: Er soll sich auf einem Kreisbogen um die Ecke bewegen, dessen Mittelpunkt die
Ecke, und dessen Radius gleich dem Radius des Frésers ist.

Der Kreisbogen beginnt querab vom Ende der i -ten Kante und endet querab vom Anfang der
i+1 -ten Kante. Der Anfangspunkt liegt also bei

Z)’i(li) = gi—1+l‘i?i—l_r7i—l = §‘_rti—1
der Endpunkt bei

Z)'i+1(1i+l) = S—rit, ;

der Mittelpunkt ist natiirlich M ;= :5;1-

FrasKontur001_V03.odt mare_crisium Seite 4



3. Kontur mit abgerundeten Ecken

Wenn die Ecken abgerundet werden sollen, dann soll die Kontur einen Kreisbogen beschreiben,
dessen Tangenten die anschliessenden geraden Kanten bilden. Der Mittelpunkt des Kreisbogens
liegt deshalb auf der Winkelhalbierenden der Kanten; und zwar innerhalb der Kontur, wenn es sich
um einen ,,Aussenwinkel* (konvexer Konturabschnitt), und ausserhalb der Kontur, wenn es um
einen , Innenwinkel* geht (konkaver Konturabschnitt).

Der Kreisbogenradius an der Ecke zwischen S ; und S +1 soll R, betragen. Da, wo sich die

beiden (,,Innen-) Parallelen, mit Abstand R; zu den Kanten, schneiden, liegt der Mittelpunkt des
Kreisbogens. Die Parallele zur i -ten Kante wird durch

pAL) + RT3, =S, + 1T, + RT,

2

die zur i+1 -ten Kante durch

-

Z?i+1(li+l) + RS, = S, + 1 4+ R-S

i i1 L iOi+1

beschrieben. Das Vorzeichen von RS, bzw. RS, istjetzt positiv, weil es eben die ,,Innen*-
Parallelen sind. Im Schnittpunkt der beiden Parallelen gilt

_Li?i + [t = li+1'_ii+1

Multiplikation mit §; bzw. §,,, liefert die Gleichungen
_Zi+l(?i+13:i) + Ri(l_(§i+1§i)) =0
—[, ., sinE, + R,.(1+cosEi) =0

R[(1+cosE[)

sin E;

i+1

bzw.

_Li(_figi) + li(_l:i_‘S:HI) + Ri((§i§i+l)_1)
LismE, — [;simE, — Ri(l+cosEi) =0
(L—1]sinE;, — R[1+cosE,] = 0
R[(1+c0sEi )

sin E;

[, = L; —

R(1+cosE))
sin E;

Kante erreicht ist und er endet genausoweit in die i+1 -te Kante hinein.

Der Kreisbogen beginnt also auf der i -ten Kante um bevor das Ende der
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Das Ende der geraden Fréserbahn entlang der geraden Abschnitte der i -ten Kante wird genauso
mit der ,,dusseren’ Parallelen berechnet, wie im Fall der ,,eckigen* Konturen auch schon: Das Ende
der geraden Bahn liegt um —73; (d.h. nach aussen) verschoben, querab vom Punkt p,(/,)

-

biw)=S8_, —r3, +w-i,=p(l)—-r3 =8_ —rs + L7, .

- R,(1+cosE, |
iT T AT TTGE, :

und analog fiir den Beginn der Bahn entlang des geraden Abschnitts der i+1 -ten Kante

R(1+cosE, |

= /. = -
sin E;

Der Radius der Bahn zwischen diesen beiden Punkten ist natiirlich R;+7 . Der Mittelpunkt M ;
des Kreisbogens liegt bei
M, = p,(I)+R3,

1 171

Ri(1+cosEi ) -

= (3, ,+R5) + (L, - : 3
sin £,

= (S, +R3+LT,) - R"(lfrCOSE[ )71, .
sin E;

Wenn also die i -te Kante in Richtung

_ii — ZLi,x
Ly

verlduft, dann sind die Koordinaten des Kreisbogen-Mittelpunktes

Ri(l—i-cosEi )
M Si*l,x R'ti,y + Li SinE ti,x
M; — i, x — i
M, , s R . Ri(1+cosEi )
: + Rt + .= t.
i—-l,y ivi,x i SiIlEi i,y

Auf diese Weise lassen sich, von Punkt zu Punkt, alle fiir die Frasbahn wesentlichen Koordinaten
berechnen.

4. Fasen einfiigen
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Es hat mechanisch keinen Sinn, diinnere Ecken auszufrédsen, als es die Festigkeit des Material
vertragt. Es ist besser, an der Stelle, an der die Ecke eine Mindestdicke D, unterschreitet, eine
Gerade einzufiigen, die die Ecke ,,abschneidet”. Die folgende Berechnung liefert die Koordinaten,
an denen diese Gerade, die Fase, (auf der i -ten Kante) beginnt und (aufder i+1 -ten Kante)
endet.

Die Mindestdicke wird entlang des Lotes von der Winkelhalbierenden auf die beiden Kanten
gemessen. Die Schnittpukte des Lotes mit den beiden Kanten liegen auf den Parallelen zur

D,
Winkelhalbierenden im Abstand ij . Der Richtungsvektor der Winkelhalbierenden ist

- - - 2 > =
€ = (ti+1_ti)\m ; e =1

Die Gleichung fiir die Winkelhalbierende im Eckpunkt S ; lautet

. 2 - - 2
ul.(hl.) = Si+hi(ti+l_ti) m .

Der Richtungsvektor senkrecht zur Richtung der Winkelhalbierenden ist (§ 1S Z)\/ 2

1+cos E;
denn
(Si+l_si)(ti+l_ti) = St Sitig =St tsit, = =St —Siat;
= —sinE,—(—sinE,) = 0

Fiir den unhandlichen Vorfaktor benutzen wir die Abkiirzung

2 _
1+cosE, ! (E)
cos

2

D.
Also kann man die beiden Parallelen im Abstand 17’ zur Winkelhalbierenden mit den Formeln

darstellen. Die erste Formel (mit dem ,,+*“-Zeichen vor dem 7’ ) bescheibt die Parallele auf der

Seite der i -ten Kante, die andere die auf der Seite der i+1 -ten Kante. Der Faktor 4 im Nenner
kommt von der Mulitplikation von Abstand und dem Vorfaktor des Lot-Vektors. Gesucht sind die
Schnittpunkte dieser beiden mit den zugehorigen Kanten. Im Schnittpunkt der ersten Parallelen mit
der i -ten Kante gilt die Gleichung
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gesucht ist der Wert von /,

1

- - D.
(S.—Si,1)+7’(§,.+, 3,)e+h(7,

2L 7,4D,(30 =5 e 207 11 7i)ci—21,.?, =0
2li7i_hi(_{i+l_7i)ci = ZLi;i—i_Di(EiH_S:i)ci
Multiplizieren mit i, liefert:
21 hl(( l+]?l)_1) 2L+D( 1+1 t)cz
ZZ[—hl.(—cosEi—l) ¢, = 2Li+Di(—smE[) ¢,
2li+hici(1+cosEi) = 2L, —D,c;sinkE,
Multiplizieren mit 5, liefert:
_hi(?HlEi)ci = Di(§i+l§i_1)ci
—hsink;, = Di(—cosEi—l)
B Di(1+cosEi)
P sin E,
Und damit findet man den gesuchten Wert
D,(1+cosE, _
2li+ci(1+cosEi),— = 2L,—D;c;sinE,
sin E;

ZZl.sinEl.-l-Dl.cl.(1+cosEl.)2 = (2Ll.—Dl.cl.sinEl.)sinEi
2l,sinE, = (ZLZ.—Dic,.sinEl.)sinE,.—Dl.ci(1+cosEl.)2
21,;sinE, = 2 L;sin E,—D,c¢;sin” E,~D, f,—2 D,c;cos E,— D,c;cos’ E,
20;sinE, = 2LsinE,—2D,c;—2D,c,cosE,
l+cosE, 2 l+cos E,
[, = L—D,f, = L— ,
oJi 2s1nE 1+cosE 2sin E,

_ / l+cosE, l+cosE,
2sin’ E, 2(1—cosin)
l+coskE, D, 2
= Dl = Li_ B B N
2(1-cosE;)(1+cos E,| 2 \[1-cosE,)

D,

i_ E,
2 i
sm(2)

Und weil das Ganze zur Winkelhalbierenden symmetrisch ist, muss entlang der i+1 -ten Kante
gelten:

FrasKontur001_V03.odt mare_crisium Seite 8



D,
[, =

i+1 2—Ez
sin| —
2
Die Fase verlduft also in Richtung

- . \: « [ D | D,
Si71+ L— t—S —|—|\¢. = (

i 2 . Ei i i 2 ‘ Ei i+1 - 2 . El
Sin 2 Sin 2 sin 2

Die Geradengleichung der Fase (mit normiertem Richtungsvektor) ist also

~J
+
~J

i i+l)

D . _
t.+ £

1

;){(giDi);i—i_gi?iJrlJ

2sin| —

(7.+7,,) = S+

2si E i i
n_
S5 2 2

2sin| —

Man kann die Fase als zusétzliche Kante auffassen. Um sie in die Liste der Konturkanten
einzufiigen, werden alle Kanten-Nummern oberhalb der Nummer i um eins erhoht; was vorher
die i+1 -te Kante war, ist jetzt die i+2 -te. Die Liangen L, und L;., der i -tenund der
jetzt i+2 -ten Kante beide um den Betrag

Di
A, =

1 E,,
2sin | —
sm( 2)

gekurzt wobei E'; der alte Eckwinkel ist, also der zwischen den Vektoren, die jetzt t und
;> heissen. Der Punkt S verschiebt sich dementsprechend. Der neue Winkel E; ist

E, = %+E’i = E,,

Zwischen dem neuen Endpunkt der i -ten und dem neuen Anfangspunkt der i+2 -ten Kante
wird als neue i+1 -ten Kante die Fasenkante mit der Geradegleichung

(747

E',
2

-

ti+1 -

-

]_51'+1(li+1) =S, + Zi+17i+l mit

2sin

An den Verrenkungen, die ich hier machen muss, um zwischen der alten Kantenliste und der neuen,
nun um eine Kante erweiterten, zu unterscheiden zeigt schon, dass man unterschiedliche
Mechanismen braucht, um Fasen und Abrundungen in der Friaskontur einzubauen. Das fiihrt aber in
den Organisation der Programmstruktur und die ist hier nicht das Thema.
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